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Resumen

El propésito de este trabajo es analizar los distintos aspectos relacionados al desarrollo de una aplicacion informatica
para la estimacion de incertidumbres de ensayo por el método de Monte Carlo, independiente de plataformas de calculo
como MS Excel, MathLab o R. Se analizan las dificultades y posibles soluciones en cada una de las etapas necesarias
para alcanzar este objetivo, el algoritmo para la creacién de un intérprete de ecuaciones, la generacién de niimeros
pseudo-aleatorios con las distribuciones de probabilidad mas frecuentes y el tratamiento de incertidumbres Tipo A por
este método.

Finalmente se hace un estudio comparativo de los resultados obtenidos con la aplicacién generada, el método clisico
(GUM) y la misma simulacién realizada con el Software R. Este estudio se realiza sobre el cialculo de la densidad del aire
segun ecuacion CIPM, la presién generada por una balanza de presion y la estandarizacion de una solucion de hidréxido
de sodio de acuerdo al ejemplo A2 de la guia EURACHEM / CITEC CG 4.

Palabras clave: Metrologia, incertidumbre, Monte Carlo, GUM, software, c6digo fuente, Delphi.

Abstract

The purpose of this paper is to analyze the various aspects related to the development of a software application aimed
to uncertainty estimation by Monte Carlo Method, independent from worksheet or third party applications, such as MS
Excel, MathLab or R. Difficulties and their available solutions around the needed stages to achieve this goal are dis-
cussed, as well as the algorithms needed for creating a math equations parser, the pseudo-random numbers generators
with main probability distributions found in uncertainty calculations, and the management of Type A uncertainties.
The application developed is tested on three samples: Air density determination according to CIPM equation, the pres-
sure generated by a Pressure Balance and the standardizing of a solution of sodium hydroxide as in example A2 of
EURACHEM/CITEC CG 4 guide. Finally, these results are compared with the results obtained applying the classical
method (GUM) and those obtained using R software.

Keywords: Metrology, Uncertainty, Monte Carlo, Software, GUM, source code, Delphi.

en modelos matematicos esta sustentada en el motor de calculo de
MS Excel, distribuyéndose como complemento de este paquete
de software. Este enfoque particular de las aplicaciones implica la
adaptacion de los modelos matematicos de los ensayos al formato

Introduccion

Si bien existen desde hace varios aflos numerosas aplicaciones
informaticas para la realizacion de simulaciones de Monte Carlo
en la resolucion de diferentes problemas fisicos, matematicos o de
negocios, es a partir de la aprobacion del Suplemento 1 a la Guia de la
Expresion de la Incertidumbre de Medida (JCGM 101, 2008) cuando
comienza a popularizarse este método como una alternativa al sistema
clasico (GUM) de estimacion de incertidumbres de ensayo o para la
validacion de los resultados obtenidos por este método.

Tecnologia

La tecnologia mas popular en las aplicaciones de software
disponible para la realizacion de simulaciones de Monte Carlo

de la hoja de calculo, lo que impide el tratamiento de una o mas
ecuaciones independientes, en la forma que trabajan otras aplicaciones
informaticas reconocidas para el calculo de incertidumbres segun la
perspectiva GUM, por ejemplo, GUM Workbench ®.

Por otra parte, este formato requiere la realizacion de operaciones
previas a la simulacion, como el calculo del desvio estandar para
contribuyentes de incertidumbre tipo A a partir de un numero
determinado de datos experimentales, debido a que en general no es
posible el tratamiento de datos experimentales en forma independiente
sino a partir de distribuciones de probabilidad especificas.

En este trabajo se analizan los aspectos requeridos para desarrollar
una aplicacion independiente de plataformas externas de calculo
utilizando un lenguaje de programacion de propodsito general,
que permita realizar simulaciones de Monte Carlo sobre modelos
matematicos de ensayos. Por otra parte se disefian funciones que
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permiten el manejo de contribuyentes de incertidumbre tipo A y tipo
B de la misma forma que se trabaja habitualmente en el método GUM
(JCGM 100, 2008).

MMC vs GUM

Existen impedimentos y dificultades conocidas en el tratamiento
de incertidumbres en modelos matematicos complejos segin la
plataforma GUM. Entre los impedimentos se encuentra, por ejemplo,
el caso en que las funciones de probabilidad (FDP) de las magnitudes
de entrada sean asimétricas. Pero también se hace inconveniente el
enfoque GUM cuando existe dificultad en la obtencion de derivadas
parciales para el calculo de coeficientes de sensibilidad para los
diferentes contribuyentes, o el calculo del nimero efectivo de grados
de libertad a partir de la ecuacion de Welch y Satterthwaite cuando
algunas variables del modelo tienen grados de libertad de valor finito.

A pesar de esto, el método GUM permite obtener informacion
valiosa para el mejoramiento de la performance de los ensayos y que
en muchos casos no puede ser obtenida en forma directa por medio del
método de Monte Carlo.

Un ejemplo es la evaluacion de incertidumbres estandar de las
magnitudes de entrada, que da la posibilidad al analista de enfocar la
mejora de los procesos en variables que impacten significativamente
en la incertidumbre total del mesurando. En el Método de Monte Carlo
(MMC) se obtiene como datos de salida una coleccion de resultados
cuya distribucion es una representacion de la FDP del mesurando,
quedando los aportes de incertidumbre de cada magnitud del modelo
dentro de una “caja negra” de datos de entrada.

Se estudia también en este trabajo un procedimiento adicional

Modelo matematico

Funciones distribucion
de probabilidad

basado en el MMC, para cuantificar el impacto de la incertidumbre de
cada contribuyente en la incertidumbre final de la magnitud de salida.

Funciones de calculo

Dentro de los diferentes aspectos que deben considerarse, no
solamente se encuentran los de tipo estadistico y/o metrologico
como los mencionados, sino también un gran numero de tareas de
tipo general, como la realizacion de un intérprete de ecuaciones,
la obtencion de un intervalo de confianza para el mesurando o la
necesaria optimizacion del tiempo de ordenamiento de resultados de la
simulacion, ya que el tiempo implicado en este proceso, realizado sobre
cientos de miles de resultados posibles del mesurando, podria insumir
inconvenientemente varios minutos de proceso en el computador si se
utilizan linealmente los algoritmos basicos de ordenamiento de datos.

Finalmente, en el desarrollo de la aplicacion también se abordan
tareas referidas especificamente al método de simulaciones, por
ejemplo la seleccion de algoritmos adecuados en la generacion de
numeros pseudo-aleatorios.

Para los fragmentos de codigo incluidos en este trabajo se utiliza
el Lenguaje Object Pascal. Las pruebas de simulacion y aplicaciones
resultantes se disefian en plataforma de Delphi 7.

Materiales y Métodos

Se toma como esquema basico de la aplicacion el diagrama de la
Figura 1 y se analizan las diferentes metodologias y algoritmos que
pueden utilizarse en cada etapa del proceso.

Nivel de confianza
(probabilidad)

Desglose de variables

Conjunto de variables

Generacion de valores
pseudoaleatorios

Evaluacion del modelo

Se alcanza el
N° de iteraciones

Resultado (Valor medio,

Valor mas probable, Mediana) LI P QS CImEriGo

Intervalo de
confianza

Diagrama de
frecuencias

Figura 1. Representacion basica del flujo de la aplicacion.
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Algoritmos de tipo general

Intérprete de ecuaciones. Para la realizacion de esta tarea se
convierte previamente la notacion comun del modelo en notacién
postfija, llamada también polaca inversa o RPN (Burks et al,
1954) diseflada especificamente para la optimizacion de recursos
informaticos en la evaluacion de expresiones.

Este esquema de notacion algebraica permite que los calculos del
modelo se realicen en forma secuencial y sin reglas de preferencia para
los operadores, mediante la utilizaciéon de una estructura informatica
de pila (Stack), esto es, una lista de datos cuyo acceso implica que
los ultimos items en entrar a la pila seran los primeros en salir. La
notacion corriente para expresar ecuaciones (llamada infija) es
entonces convertida previamente a postfija o RPN para su tratamiento.

Traductor de notacion infija a RPN o postfija. Partiendo,
entonces, del modelo matematico presentado como una sucesion
de items (variables, constantes, operadores y paréntesis), las etapas
para traducir entre notaciones infija y postfija estan detalladas en el
algoritmo Shunting Yard esquematizado en la Figura 2.

centrada. La mayoria de los lenguajes de programacion actuales
poseen funciones predisefiadas para obtener nimeros pseudoaleatorios
que se ajusten a estas distribuciones, o al menos para distribuciones
normales y uniformes. Sin embargo, aun para estos casos, se proponen
regularmente diferentes enfoques al problema de la generacion de
aleatorios y nuevos algoritmos que permiten mejorar la calidad de la
secuencia de los nimeros obtenidos.

Para evaluar el impacto del algoritmo utilizado en la generacion
de niimeros para la simulacion en los resultados de incertidumbre,
se realiza un andlisis comparativo realizando 50 simulaciones con
diferentes algoritmos y se evaluan las diferencias de media e intervalo
de confianza para 95% de probabilidad en 200 mil repeticiones.

El caso de la distribucion uniforme se da cuando de la magnitud
X se conocen solamente un limite inferior (a) y uno superior (b). Esto
es, por ejemplo, el caso de la indicacién de un equipo digital, donde la
resolucion del equipo determina el intervalo de valores entre los cuales
se encuentra la magnitud (con igual probabilidad) en el dominio de los
reales. Para distribucion uniforme se utiliza la funcion disponible en
Delphi 7, y el algoritmo Mersene Twister (Matsumoto y Nishimura,
1998) en version Object Pascal (Krejei, 1999).

Se van tomando secuencialmente los items de la expresion infija

ITEM

ACCION

“( Se agrega a la Pila

“(“, que se deja en la pila

“y” Se extrae secuencialmente items de la pila y agregarlos a ecuacion postfija, hasta encontrar

Operador Si la pila esta vacia se agrega a la Pila
Si la jerarquia del item es mayor que la del tope de la pila, se agrega a la Pila
De lo contrario, se extrae el item al tope de la pila y se agrega a la ecuacién postfija
repitiendo la comparacién con el nuevo tope

Operando Se agrega a ecuacion postfija

Al final de la expresién extraer y desplegar los elementos de la pila en la ecuacién postfija hasta que se vacie.

Figura 2. Algoritmo Shunting Yard.

Para la evaluacion de la ecuacion resultante en notacion RPN se
utiliza el algoritmo ilustrado en la Figura 3.

ITEM ACCION
Operando | Se agrega a la Pila
Operador Tomar los tltimos dos valores de la pila y aplicarles el operador.

El resultado de la operacion se sustituye por éstos en la pila

Figura 3. Representacion del flujo de calculo de ecuaciones en
notacioén RPN.

FDP y algoritmos para generacion de numeros
pseudoaleatorios. Segun las caracteristicas del mesurando, pueden
existir en el modelo de entrada magnitudes con diversas distribuciones
de probabilidad. En este trabajo se estudian algoritmos para las
distribuciones de probabilidad mas comunes en los trabajos de ensayo

y calibracion: normal (gaussiana), rectangular (uniforme) y triangular

Cuando la informacién disponible sobre una magnitud X es su
mejor estimacion y su incertidumbre tipica asociada u(x), puede
asumirse que X posee una distribucion de probabilidad gaussiana o
normal. Esta distribucion puede utilizarse cuando los datos provienen
de un certificado de calibracion con factor de cobertura k=2. Si bien la
guia JCGM 101:2008 sugiere para estos casos la distribucion t, para
grados de libertad GL > 30 (caso en que k=2), la distribucion t puede
aproximarse a una distribucion gaussiana. En distribucion normal se
comparan resultados obtenidos con el algoritmo de Marsaglia y Bray
(1964), y el algoritmo basico de Box y Miiller (1958) (Thomas et al.,
2007).

Cuando una magnitud X estd definida como la suma de dos
magnitudes independientes con distribucion de probabilidad uniforme,
con el mismo intervalo de amplitud, se obtiene una distribucion
triangular centrada. En algunos casos, esta distribucion puede
asignarse convenientemente a lecturas obtenidas en un instrumento
analogico, donde la semiamplitud de la distribucion triangular sera
igual a la estimacion visual dentro de la division del instrumento. Para
distribuciones triangulares se comparan resultados por el método de
Transformacion Inversa y el de convolucion (Saucier, 2000).
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Function Rand_TriangularTInv(min,max,mode: Extended):
Double;
var
u, r: Double;
begin
u := Random;
if u <= (mode-min)/(max-min) then r :=min+sqrt(u*(max-
min)*(mode-min))
else r:= max-sqrt((1-u)*(max-min)*(max-mode));
Result :=r;
end;

Function Rand_TriangularConv(min,max: Extended): Double;
var
u, p, : Double;
begin
u := Random*(max-min)/2;
p := Random*(max-min)/2;
r := utp+min;
Result :=r;
end;

Figura 4. Ejemplo de funciones generadoras de variables
aleatorias con distribucion triangular por transformada inversa y
convolucion.

Intervalo de confianza. Con el fin de obtener el intervalo de
confianza en el calculo de incertidumbre, es necesario ordenar los
datos de forma tal que sea posible determinar los valores que acotan un
porcentaje de los resultados obtenidos, de valor igual a la probabilidad
de cobertura.

Lo que se busca en este caso es inicamente obtener las cotas del
intervalo de confianza, por tanto se minimiza el tiempo de proceso,
ordenando solamente los datos correspondientes a las probabilidades
de rechazo.

Como ejemplo, en el caso de un 95% de probabilidad, el intervalo
de confianza queda determinado por el ultimo valor del 2,5% menor
de la poblacion de resultados, y el primer valor del 2,5% mayor. Por
esto, solo es necesario ordenar una fracciéon minima de los resultados
obtenidos en la simulacion. Este método permite reducir sensiblemente
el tiempo de procesamiento, por lo que pueden utilizarse algoritmos
de sustitucion simple u otro algoritmo basico sin afectar en forma
significativa el rendimiento de la simulacion.

Incertidumbres tipo A. La mayoria de las aplicaciones para
Monte Carlo disponen un nimero determinado de distribuciones de
probabilidad que pueden ser asignadas a los diferentes contribuyentes
del modelo. En el caso de contribuciones de tipo estadistico esta forma
de trabajo deja al analista un necesario tratamiento previo de los datos.

Para esta aplicacion se disefia una interfase con el usuario que
permita la entrada de datos experimentales de forma manual y luego
los convierte en forma auténoma a valores de distribucion normal
u otra deseada, mediante el calculo de sus parametros estadisticos
(media y varianza).

Cuando los grados de libertad del contribuyente de incertidumbre
tipo A son GL > 30, puede atribuirse una distribucién normal. A partir
de estos valores calculados es obtenida la media y el desvio estandar,
atribuyéndose finalmente al contribuyente una distribucion normal
con los parametros calculados, en el supuesto de que los grados de
libertad tiendan a valores infinitos.

La Guia JCGM 100:2008 indica que la FDP asociada a una serie
de indicaciones (contribuyente tipo A) es la distribucion t de Student.
Por lo que en caso que GL =n° de valores - 1 < 30, la simulaciéon mas
adecuada se realiza segun esta distribucion. Para este caso, se utiliza
el algoritmo basado en el método de Kinderman y Monahan propuesto
en lenguaje Fortran por John Dagpunar (Dagpunar, 1988). La Figura 5
es una traduccion a lenguaje Object Pascal del algoritmo mencionado.

function Rand _t (const GL: Integer; sesgo: Double): Extended;
{ La variable sesgo permite que la simulacion no esté centrada en
el valor cero }
var
s, ¢, a, f, g: Extended;
1, X, v: Extended;
Done: Boolean;
begin
{ Debe controlarse previamente que GLno sea<1 }
s :=GL;
c:=-0.25* (s + 1.0);
a:=4.0/Power (1.0 +1.0/s,¢);
f:=16.0/a;
if (GL > 1) then begin
g:=s-1.0;
g :=Power ((s + 1.0)/ g, c) * Sqrt ((s +s) / g);
end else g:=1.0;
Done := False;
x =0;
repeat
r ;= Random;
if (r <= 0.0) then Continue;
v := Random;
x=Q20*v-1.0)*g/r;
v = Sqr (x);
if (v>5.0 - a *r) then begin
if (GL>=1) and (r * (v + 3.0) > f) then Continue;
if r > Power (1.0 + v / s, ¢) then Continue;
end;
Done := True;
until Done;
Result := sesgo + x;
end;

Figura 5. Cédigo para generacion de nimeros aleatorios con
distribucion t de Student.

Incertidumbres estandar. Como se aludi6 anteriormente, el
calculo de incertidumbres estandar de cada contribuyente es un dato
de salida inherente al método GUM, que no estd disponible si la
estimacion se realiza por medio del método de Monte Carlo.

Sin embargo, el valor de incertidumbre estandar permite al analista
conocer las magnitudes controlantes de su proceso de ensayo y por
tanto enfocar en éstas las mejoras de la calidad del mismo, por lo que
es una especificacion valiosa para cualquier aplicacion que permita el
calculo de incertidumbres.

En el caso del Monte Carlo, una medida del impacto que tiene la
incertidumbre de estos contribuyentes sobre la incertidumbre total del
modelo puede estimarse a través de una secuencia de simulaciones
sobre cada una de las variables manteniendo, en cada caso, el resto
de las componentes del modelo como constantes, de valor igual a su
esperanza matematica. Para obtener estos valores con una precision
razonable, se realizan un minimo de 1000 iteraciones sobre cada
magnitud de entrada.
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Resultados y Discusion

Para la evaluaciéon y comparacion de los distintos aspectos
analizados en el presente documento, se utiliza el concepto de
tolerancia asociada a un valor numérico, d, segin recomienda la Guia
JCGM 101:2008. Para la obtencion de este parametro, se parte del
valor numérico z, del que se quiere conocer su tolerancia asociada.
Se expresa z en forma: ¢ x 10°, donde ¢ es un nimero entero con un
numero determinado de cifras significativas (n) y / un nimero entero.

Por ejemplo: un valor de 0,00072 se expresa como 72x10, donde
n sera 2 (ambas son cifras significativas) y / serda -5. La tolerancia
numérica se obtiene entonces a partir de la ecuacion:

§=-10'

NS

En el caso particular de la expresion de incertidumbres, la
tolerancia numérica mas exigente, esto es, el caso mas desfavorable,
se dard para valores de 99 x 10/, 1a que sera de 0,5 x 10". De este modo,
un valor m tal que:

m< _0.5u(y)
100

se considera dentro de la tolerancia numérica para cualquier valor
de incertidumbre.

Para las comparaciones siguientes, se obtienen valores porcentuales
de impacto frente a valores de incertidumbre, tomando como limite de
aceptacion 0,5%, segliin ecuacion anterior.

Numero de iteraciones. Para estimar el impacto del niimero
de iteraciones en el calculo de incertidumbre por simulacion se
realizan 100 simulaciones en 20000, 100000, 200000 y 1 millon de
repeticiones, para una variable aleatoria con distribucion uniforme de
valor medio=1 y semiintervalo=1.

MEDIA ARITMETICA
Dispersidn

20 mil
repeticiones

100 miil
repeticiones

200 mil
repeticiones

1 millén de
repeticiones

T e T R LT LV e

Gréfico 1. Dispersion comparativa de la media aritmética obtenida
en 100 simulaciones para 20 mil, 100 mil, 200 mil y 1 millén de
repeticiones.

El impacto de esta dispersion de medias e incertidumbres para una
probabilidad de cobertura de 95%, relativas al valor de incertidumbre
informado, se muestra en el Grafico 2. Los valores porcentuales del
grafico corresponden al semiintervalo de amplitud de esta dispersion,
relativas a la incertidumbre estimada para un 95% de probabilidad.

N2 DE REPETICIONES
Impacto porcentual

1,0%
0,8%

0.6% Tolerancia numernca = 0,.5%

L.

100 mil 200 mil
H Medias @ Incert

Grafico 2. Dispersion porcentual de las medias encontradas y los
semiintervalos de confianza, calculadas como ((max-min)/2)/u(y)
para 95% de probabilidad de cobertura.

0,4%

0,2%

Semiamplitud /u

0,0%

20 mil

1 millén

El grafico muestra que para 20 mil iteraciones, la dispersion
obtenida en las medias aritméticas obtenidas puede ser sensiblemente
mayor que la tolerancia numérica de algunos valores de incertidumbre.
A partir de 100 000 esta dispersion no es significativa, ya que presenta
valores menores a la tolerancia numérica de cualquier valor de
incertidumbre.

Comparaciéon de algoritmos generadores de numeros
aleatorios. Se realizan 50 simulaciones segun diferentes algoritmos
para 200 000 iteraciones, comparando los valores de media e
incertidumbre encontrados para un 95% de confianza. Los graficos
siguientes muestran el impacto porcentual de estas diferencias,
calculados como (algoritmo_A — Algoritmo_B)/u(y) para 95% de
probabilidad de cobertura.

DISTRIBUCION UNIFORME
Funcion predet. vs Mersene Twister
1.00% -
0.80% -
0,60%

Tolerancia numérica = 0,5%
| 1ORrancia numenca = 1,.)'A
D.A0% |

|
0.20% 1
|

0,00%.
——Dif. medias =—Dif. uly)

Gréfico 3. Impacto porcentual en el uso de diferentes algoritmos
generadores de aleatorios uniformes.

DISTRIBUCION NORMAL
Box-Miiller vs Marsaglia-Bray

1,00%

0.BO% -

eni i ierancia numenca = 0.5%

0,40%

0,20%

0,00%

=Dif. medias =—Dif. uly)

Gréfico 4. Impacto porcentual en el uso de diferentes algoritmos
generadores de aleatorios con FDP Normal.

METROLOGIA
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DISTRIBUCION TRIANGULAR
T. Inversavs Convolucién

1.00%

0.B0% -
0.60% -

L Tolerandga r_uim_:'{rv:_a = UE\,

DA%
0,20% -
0.00%

=Dif. medias =—Dif. uly)

Gréfico 5. Impacto porcentual en el uso de diferentes algoritmos
generadores de aleatorios con FDP Triangular.

En los Gréficos 3, 4 y 5 puede verse que no existen diferencias
significativas en los resultados debidas al uso de diferentes algoritmos
para la generacion de variables aleatorias con distribucion uniforme,
normal o triangular, en simulaciones aplicadas a la estimacion de
incertidumbres. Puede notarse sin embargo, que existe una probabilidad
no nula de que la diferencia entre medias o incertidumbres para ambos
algoritmos estudiados en algunas distribuciones tome un valor similar
o incluso mayor que la tolerancia numérica minima. No obstante, aun
en las maximas diferencias encontradas, la interpretacion de estos
valores es que arrojarian resultados incompatibles solamente en los
casos mas desfavorables y nunca mayor que una unidad en la segunda
cifra significativa de la incertidumbre.

Por tanto, esta razonable homogeneidad en los resultados para el
caso de la estimacion de incertidumbres por el método de Monte Carlo
permite inferir que la busqueda de mejores algoritmos no aportara
mejoras significativas al método, por lo que el uso de algoritmos
predeterminados es recomendado.

Calculos con la aplicacion generada. Se comparan los resultados
obtenidos con la aplicacion generada y el Método GUM.

Con:

t : temperatura ambiente
h : humedad relativa
a:1,0062
B:3,14x10®%Pa’

v :5,6.x107 k?

A :1,2378847 x 107 k™

B :-1,9121316 x 102k
C :33,93711047
D:-6,3431645 x 10° K

Ejemplo 1.
Densidad del aire segun CIPM-2007

Se realiza el calculo de densidad del aire segun la formula
propuesta en CIPM-2007. La ecuacion para el calculo de densidad del
aire viene dada por la ec:

e LM | (12 A
ZR.T M,

Con:

p : densidad del aire en kg/m3

p : presion atmosférica en Pa

M, : masa molar de aire seco = 28,96546.10~ kg/mol

Z : factor de compresibilidad adimensional

R: constante molar de los gases.

T : temperatura en K.

x, : fraccion molar de vapor de agua adimensional

M = masa molar de vapor de agua 0,01801528 kg/Mol.

El valor de x se determina a partir de:

(AT*+BT+C+2)

/l e T
Xp=—(a+ b p+ A2 P
100( B.p+y.t°) >

Mientras que Z esta determinada por la formula:

P 2
Z =1—=[ap + ayt + azt? + (bg + b11)x, + (co + c11)x2] +;—2(d+ ex?)
T

a, =1,58123 x 10° KPa™
a; =-2,9331 x 10 Pa™
a,=1,1043 x 10" K'Pa™
=5.707 x 10°° KPa™
=-2,051 x 10 Pa™
1,9898 x 10 * KPa™
= -2,376 x 10°
d=1,83 x 10" k*Pa?

e =-0,765 x 10 K*Pa

O T T
X o
I 1

(3]
1
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La representacion en cadena de texto para utilizar en la aplicacion
ecuaciones:

generada en este trabajo puede escribirse segun el siguiente grupo de

Rho_a=((P*Ma)/(Z*R*(273.15+Temp))*(1-xv*(1-(Mv/Ma)))
xv=H*0.01*f*Psv/P

f=alfa+beta*P+gama*Temp”2
Temp=Temp_cal+Temp_div

P=P cal+P div
H=H_cal+H div

Psv=EXP(A*(273.15+Temp)"2+B* (273.15+Temp)+C+D/(273.15+Temp))

Z=1-(P/(273.15+Temp))*(a_0+a_1*Temp+a 2*Temp”2+(b_0+b_1*Temp)*xv+
(c_O+c_1*Temp)*xv"2)+(P*2/(273.15+Temp)"2)*(d+ e*xv"2)

En estas ecuaciones las magnitudes de temperatura, humedad
y presion aportan la incertidumbre debida a su calibracion (_cal) e
incertidumbres por resolucion de los instrumentos de medida (_div).
Estos parametros toman valor = 0, ya que es utilizada inicamente con
fines de estimacion de incertidumbre.

Datos de entrada:

Magnitud | Valor Distrib Param.

Ma 0.028965460 Uniforme Semi intervalo =1x 1077
R 8.3144720 Uniforme Semi intervalo =1x 10"’
My 0.018015280 Uniforme Semi intervalo =1x 10E~°
Temp_cal | 212 Normal Desvio standar = 0,065
Temp_div [ 0 Uniforme Semi intervalo = 0,05
P_cal 101325.0164 Normal Desvio standar = 149,5
P_div 0 Uniforme Semi intervalo =5

H_cal 50 Normal Desvio standar =1,7
H_div 0 Uniforme Semi intervalo = 0,05

Los demas parametros de la ecuacion son constantes, con el valor
mencionado.

Resultados segiin método GUM: p = 1,1940 + 0,0036 kg/m3

Resultado segin MMC obtenido con la aplicacién generada a
partir de este trabajo:

Mediana: 1,19401 kg/m3; valor mas probable: 1,1943 kg/m3;
intervalo de confianza para 95,45% de probabilidad = [1,19045 ;
1,19758]

Segtin estos resultados: U,,,.(p) = (1,19758 - 1,19045)/2 =
0,003565

Por lo que tomando como resultado para el MMC la mediana del
conjunto de resultados se obtienen resultados idénticos para ambos
métodos, observando una diferencia numérica para la incertidumbre
de 0,0036 - 0,003565 = 3,5 x10°.

La tolerancia numérica para el valor de incertidumbre seguin GUM
(=0,0036) esta dada por:

0= % 10*=0,5x10"*

Por tanto, 3,5 x 10° < 0,5 x 10* y los resultados por ambos
métodos pueden considerarse compatibles, es decir, se obtiene un
resultado idéntico segliin ambos enfoques, GUM y MMC.

Ejemplo 2.

Presion generada por una balanza de presion

Para este ejemplo se utiliza una balanza de presion de plataforma
neumatica, perteneciente al laboratorio de presion del LATU marca
DHI, Modelo PG7102. El célculo de incertidumbre se hard sobre la
presion generada por un ensamble piston-cilindro Marca DHI modelo
PC-7100/7600-200 de constante nominal = 200 kPa/kg, para una
presion nominal de 34,47 bar.

La presion generada en una balanza neumatica es obtenida a partir
del siguiente modelo:

Y

M.gl.(l—i)+6.c

T Ay A+ P 1t a-1)]

+(py-0,)- 8.0

Donde:

M : masa total (nominal: 17,231 kg)

g, gravedad local (en el laboratorio de presion del LATU gl =
9.79732 + 1E-5 m/s2

p, - densidad del aire (se calcul¢ a partir de la formula CIPM 2007
(pa=1.20048 + 0,0035 kg/m3)

p,, - densidad de las masas (segun certificado)

C': circunferencia nominal del piston

o : coeficiente de tension superficial del ensamble piston cilindro
(o = opiston + ocilindro)

A, : area efectiva a presion nula y temp. de referencia

A : coeficiente de deformacion del ensamble piston-cilindro con
la presion.

a : coeficiente de deformacion con la temperatura [el ensamble
piston/cilindro es de carburo de Tungsteno (o = 4,5x10 °C1)].

METROLOGIA
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El set de ecuaciones correspondiente a este modelo utilizado para el MMC es:

P_ref=(((mp*(1-rho_a/rho p)+(mas*(1-rho_a/rho_as))+SUM_M*(1-
rho a/rho m))*gl+sigma*C)/(Ao*(1+(alfa_c+alfa p)*(t-
20))*(1+lambda*P)))/100000-((rho_f-rho_a)*gl* Ah)/100000

SUM M=G1+G2+G3+D+B1+M1+N+P1+Q+R

Donde P_ref es la Presién generada por la balanza en bar.

Como puede verse, en el modelo para MMC se agregaron
como datos de entrada independientes la masa del piston (mp) y su
densidad (rho_p), asi como los valores de masa y densidad para el
asiento de masas (variables mas y rho_as, respectivamente), dado que
el certificado de las mismas indica masa real y densidad. El set de
masas esta calibrado en Masa convencional por lo que SUM_M (en
la segunda ecuacion) es la suma de masas y la densidad (rho_m) sera
8000 kg/m* con incertidumbre = 0, por la propia definicion de masa
convencional.

En este modelo, las distribuciones de probabilidad para los
valores de las masas, densidades, area especifica (4,) y coeficiente de
deformacion (1) se tomaron como gaussianas con un valor medio igual
al resultado indicado en el certificado y o = w/k, debido a que seglin el
certificado de calibracion k=2 en todos los casos.

Resultados segun método GUM: P = 34,4334 + 0,0011 bar

Resultado segin MMC obtenido con la aplicacién generada a
partir de este trabajo:

Mediana: 34,43342 bar; valor mas probable: 34,4335 bar; intervalo
de confianza para 95,45% de probabilidad = [34,43235; 34,43449]

Seglin estos resultados: U,,,.(P) = (34,43449 - 34,43235)/2 =
0,00107

Por lo que tomando como resultado para el MMC la mediana del
conjunto de resultados, se obtienen resultados idénticos para ambos
métodos, observando una diferencia numérica para la incertidumbre
de 0,0011 - 0,00107 =3 x 10°.

La tolerancia numérica para el valor de incertidumbre segun GUM
(=0,0011) esta dada por:

5= % 10%=05x10"*

Por tanto, 3 x 10° < 0,5 x 10*y los resultados por ambos métodos
pueden considerarse compatibles.

Ejemplo 3.

Estandarizacion de una solucion de Hidroxido
de sodio (Ejemplo A2 de EURACHEM / CITAC
Guide CG 4)

En este ejemplo se comparan los calculos detallados en la guia
citada con los obtenidos por medio de la aplicaciéon generada en este
trabajo por el método de Monte Carlo.

En este caso se estudia la determinacion de la concentracion de
una solucion de NaOH por medio de una titulacion con biftalato de
potasio (KHP). La ec. general del proceso es:

1000 * mgpp* Pgyp
Mypp* Vr

NaOH =

Donde:

C,on: concentracion de la solucion de NaOH [mol/1].

m,,,,: masa del KHP (como se pesa por diferencia, la incertidumbre
de la pesada se toma por duplicado).

P, ,»: pureza del KHP dada como porcentaje en masa.

M, ., masa molar del KHP [g/mol].

V. volumen dispensado en la titulacion.

Aqui, segun el punto A2.4 step 3 de la guia, 1a magnitud consta de
cuatro componentes: por repetibilidad (considerada en repetibilidad
general), de calibracion, debida al control de temperatura, y debida
al sesgo en la deteccion del punto final, considerada despreciable en
este caso.

Replanteando entonces la ecuacion tenemos que:

Siendo C, H, O y K el peso atomico de los elementos
correspondientes del KHP (C,H,0,K).
Por otra parte, como se indica arriba:

VT ='% + VCal + VTem+ 'Ilm

El set de ecuaciones correspondiente a este modelo utilizado en
la aplicacion es:

CNaOH=1000*(m_KHP g-m KHP_ t)*P KHP/(M KHP*V_T)
V_T=V_Cal+V_Tem
M_KHP=8*C+5*H+4*O+K
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Datos de entrada:

Magnitud Valor Distrib Param.

Rep 1 Normal Desvio standar = 0,0005
m_KHP_g | 60,5450 Uniforme Semi intervalo = 1,5E-4
m_KHP_t 60,1562 Uniforme Semi intervalo = 1,5E-4
P_KHP 1,0000 Uniforme Semi intervalo = 0,0005
V_cal 18,64 Normal Desvio standar = 0,012
V_Tem 0 Normal Desvio standar = 0,006
Cc 12,0107 Uniforme Semi intervalo = 0,0008
H 1,00794 Uniforme Semi intervalo = 0,00007
o 15,9994 Uniforme Semi intervalo = 0,0003
K 39,0983 Uniforme Semi intervalo = 0,0001

Resultados segun método GUM, indicado en EURACHEM CG 4
A2.6 Step 5:

Croon = 0,1021 £ 0,0002 mol.I"!

Recalculando y expresando con las cifras significativas correctas
segan GUM (JCGM 100), quedaria en: C,, = 0,10214 + 0,00020
mol.I!

Resultado segin MMC obtenido con la aplicacién generada a
partir de este trabajo:

Mediana: 0,10214 mol.I''; valor mas probable: 0,10214 mol.l';
intervalo de confianza para 95,45% de probabilidad = [0,10194;
0,10233].

Segtin estos resultados: U, (Cy
0,000195 mol.1I"!

La tolerancia numérica para el valor de incertidumbre seguin GUM

(=0,00020) esta dada por:

) =(0,10233 - 0,10194)/2 =

aOH

5§==10°=0,5x107

N

Por lo que el apartamiento obtenido entre las incertidumbres segiin
ambos métodos es menor que la tolerancia numérica, mientras que los
resultados obtenidos son idénticos, por lo que ambos métodos pueden
considerarse compatibles.

Validacion de resultados

Se evalua la validez de los resultados obtenidos para el MMC
con la aplicacion generada, realizando la simulacién en lenguaje R
(version 2) con las mismas magnitudes de entrada.

El Grafico 6 muestra en forma grafica las diferencias entre los
resultados de Mediana y U, obtenidos de simulaciones realizadas con
ambas aplicaciones. Se observa que el apartamiento entre los valores
de mediana e incertidumbre es menor que la tolerancia numérica de la
incertidumbre para todos los casos, por lo que los resultados de ambas
aplicaciones se consideran compatibles.

VALIDACION DE RESULTADOS

Aplicacionvs R
150,0%
]
E
w0
= 1000% T——— I — |
=
L]
]
B 50.0%
X
E J
— 0,0% E
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Gréfico 6. Impacto porcentual de la diferencia entre los resultados
obtenidos con la aplicacién y el software R.

Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Densidad del aire Presion generada ﬁztg:ldarizacién de
Parametro Aplicacion | Lenguaje R | Aplicacion | Lenguaje R | Aplicacion Lenguaje
Mediana 1,19401 1,194004 34,43342 34,43342 0,10214 0,1021356
Min (P= 95%) 1,19045 1,190448 34,43235 34,43234 0,10194 0,1019396
Max (P=95%) 1,19758 1,197540 34,43449 34,43450 0,10233 0,1023320
U=(Max — Min)/2 |3,565 x 10°| 3.546 x 10° [ 1,07x10° |[1,08x10° |1,95x10* [1,96x10™
5 (Tol. num.) 0,5x 10 0,5x10™ 0,5x10°
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Conclusiones

Se indican a continuacién las conclusiones inferidas para los
distintos aspectos estudiados en la aplicacion.

N° de repeticiones. Los resultados permiten concluir que para
la aplicacion del MMC se requiere realizar un minimo de 100 mil
repeticiones. Por debajo de este valor pueden encontrarse diferencias
sensibles en los resultados para las mismas magnitudes de entrada, lo
que convierten el método en poco reproducible. Por encima de 100
mil repeticiones tanto los resultados obtenidos para el modelo como
sus incertidumbres asociadas seran idénticas, independientemente del
numero de repeticiones.

Algoritmos de generacion de aleatorios. Existe homogeneidad
razonable en los resultados obtenidos utilizando diferentes algoritmos,
por lo que la sustitucion de los algoritmos predeterminados por otros
de mejor desarrollo no aporta mejoras significativas al método cuando
es aplicado a la estimacion de incertidumbres.

Interpretacion de resultados. Como valor del mesurando, en
las pruebas se tom6 la mediana de la poblacion de resultados, para
poder expresar la incertidumbre de la misma forma que se hace
segun el método GUM. Se observa que la mediana y el valor mas
probable no coinciden en todos los casos, aunque son similares. En los
modelos que la FDP resultante sea menos asimétrica, el promedio, la
mediana y el valor mas probable estardn mas alejados; en estos casos
es recomendable estudiar la forma de expresar la incertidumbre y el
parametro estadistico a utilizar como resultado.

Por otra parte, en los tres casos estudiados se obtienen resultados
compatibles sin apartamientos significativos entre ambos métodos, por
lo que tanto el valor de la magnitud de salida, como su incertidumbre
pueden considerarse validos. En caso de que existieran apartamientos
mayores que la tolerancia numérica de la incertidumbre, los valores
obtenidos segin GUM deberian ser corregidos segiin el método de
Monte Carlo, como se recomienda en JCGM 101:2008.

Validacion de la aplicacion generada. Finalmente, las pruebas
comparativas realizadas sobre un software de estadistica reconocido
(Lenguaje R) permiten concluir que los resultados obtenidos en este
trabajo son compatibles con el valor obtenido en plataforma R para
los tres ejemplos. Esto representa una forma de validacion de la
aplicacion generada, en el entendido de que deben realizarse pruebas
mas exhaustivas para considerarla correctamente validada.

Extension del trabajo. A la aplicacion generada a partir de
este trabajo se le dio el nombre de MCM Alchimia y se encuentra
disponible para descarga gratuita en el sitio www.mcmalchimia.com.
Se alienta a realizar nuevas pruebas y validaciones con modelos de
ensayo mas exigentes, y se propone adicionalmente dar disponibilidad
a la aplicacion para el estudio de modelos de regresion.
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